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Abstract. The purpose of this work is twofold: to provide an introduction for
readers unfamiliar with the algebraic theory of forms quadratics over fields
(ATQF) and, subsequently, with the referent constructed in the ATQF, to in-
troduce the algebraic theory of hermitian forms with coefficients in associative
algebras equipped with an involution (ATHF).
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Resumo. O objetivo deste trabalho é duplo: fornecer uma introdução para
os leitores que não estão familiarizados com a teoria algébrica das formas
quadráticas sobre corpos (TAFQ) e, na sequência, com o referente construı́do
na TAFQ, introduzir a teoria algébrica de formas hermitianas com coeficientes
em álgebras associativas munidas de uma involução (TAFH).
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2. Introdução

Uma forma quadrática pode ser vista como uma espécie de norma obtida de um “pro-
duto interno generalizado” –uma forma bilinear simétrica–, definido sobre um corpo de
escalares geral, mas obedecendo uma única restrição técnica. O foco da Teoria Algébrica
das Formas Quadráticas (TAFQ) é detectar algumas propriedades do corpo de escalares
por meio de uma coleção relevante das formas bilineares sobre este corpo, devidamente
organizadas em uma estrutura de anel (comutativo e com unidade), o anel de Witt deste
corpo base. Destacamos que o conceito de ordem sobre um corpo é um aspecto relevante
para o estudo da TAFQ. Estes tópicos, e suas inter-relações, serão apresentados na seção
3 do trabalho.

Já as formas hermitianas são consideradas sobre uma estrutura algébrica diferente:
uma álgebra associativa, definida sobre um corpo base, e munida de uma involução (pense
aqui nos produtos internos definidos sobre o corpo dos números complexos C). Na seção
4 do trabalho apresentaremos os elementos centrais da Teoria Algébrica das Formas Her-
mitianas (TAFH).

Neste trabalho, a palavra “anel” sempre designará algum anel munido de unidade.

Fixamos aqui a hipótese técnica, que permeará todo o trabalho: Todos os corpos
considerados neste artigo terão caracterı́stica diferente de 2.

Reservaremos a notação F para indicar corpos.

3. Elementos da Teoria Algébrica das Formas Quadráticas

Nesta seção do trabalho, reunimos os principais ingredientes do desenvolvimento
“clássico” da teoria algébrica de formas quadráticas (TAFQ) sobre um corpo de carac-
terı́stica diferente de 2, a saber: formas quadráticas (aspectos geométricos), isometria,
equivalência de Witt, anel de Witt (W (F)), teoria da ordem sobre corpos, assinaturas,
ideais primos de W (F), e alguns resultados de estrutura do anel de Witt. Nossa exposição
frequentemente estará próxima do livro [1] de T. Y. Lam e das dissertações de mestrado
[2] e [3].

Alertamos que, a fim de abrir caminho mas também deixar espaço para o de-
senvolvimento da seção 4, que introduzirá os elementos da Teoria Algébrica de Formas
Hermitianas (TAFH), não poderemos abordar nesta primeira seção outros temas mais es-
pecializados mas interessantes da TAFQ, como os desenvolvimentos de Albrech Pfister
a partir de meados da década de 1960 ([4]); o estudo do anel graduado de Witt e suas
relações com a cohomologia galoisiana, tema desenvolvido, em particular, por John Mil-
nor no célebre artigo [5]; o desenvolvimento da teoria reduzida de formas quadráticas,
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tema de pesquisas iniciado na década de 1980 ([6]); e elementos das teoria abstratas de
formas quadráticas ([7]).

3.1. Formas quadráticas sobre corpos

A origem da teoria algébrica de formas quadráticas é bastante geométrica e, de fato,
alguns ingredientes geométricos (como os conceitos de ortogonalidade e de reflexão)
são essenciais para produzir os passos iniciais desta teoria algébrica. Abordaremos
aqui: o conceito de forma quadrática (e descrições equivalentes), a relação de isometria
entre duas formas de mesma dimensão, diagonalização de formas quadráticas, formas
regulares, formas isotrópicas, somas ortogonais e produto de Kronecker de formas, e os
teoremas de cancelamento e de decomposição (ambos devidos a Ernst Witt, desenvolvi-
dos no artigo seminal de 1937, [8]).

Definição 3.1 (Forma quadrática). Dado um corpo F, uma forma quadrática q sobre F
é um polinômio homogêneo de grau 2 com coeficientes em F. Logo temos que

q(aX) = a2q(X),∀a ∈ F, X = (x1, x2, ..., xn) ∈ Fn.

O número n de indeterminadas em q é chamado de dimensão de q e será denotado
por dim q.

Como assumimos que char(F) ̸= 2, uma forma quadrática q de dimensão n sobre
um corpo F pode ser vista de forma equivalente como uma função q : Fn −→ F definida

por q(x1, x2, ..., xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj , onde aij = aji. Conforme podemos ver em [1](seção

1 do capı́tulo 1), essa abordagem nos permite descrever q por uma equação matricial
q = X t ·Mq ·X , sendo X vetor coluna com entradas em F e X t um vetor linha, matriz
transposta do vetor X e Mq matriz simétrica com entradas aij ∈ F.

Aproveitando a notação matricial, podemos estabelecer uma relação de equi-
valência entre formas quadráticas:

Definição 3.2. Dizemos que duas formas quadráticas q e q′ são equivalentes se as matrizes
simétricas associadas são congruentes no seguinte sentido:

existe G ∈ GLn(F) tal que Mq = Gt ·Mq′ ·G.

Essa relação de equivalência é importante pois com ela podemos simplificar o
estudo de formas quadráticas. Um elemento a ∈ F \ {0} é dito ser representável pela
forma q se a for elemento da imagem de q. Conforme Corolário 1.1.16 em [3], formas
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quadráticas equivalentes representam os mesmos elementos de F (têm mesmo conjunto
imagem). Mais ainda, cada forma quadrática pode ser diagonalizada, isto é, sua classe
de equivalência pode ser representada por uma forma quadrática q cuja matriz associada
é diagonal com entradas iguais a elementos representáveis pela (classe de equivalência
da) forma associada. Isto é, na equação matricial acima, podemos pôr Mq como matriz
diagonal a menos de representante da classe de equivalência da forma q.

Uma ideia bem consolidada na literatura da TAFQ (veja, por exemplo, os
capı́tulos 1 em [1] e [2]) é associar classes de formas quadráticas a classes de espaços
quadráticos.

Definição 3.3 (Espaços quadráticos). Definimos por espaço quadrático sobre o corpo F
o par (V,B), no qual V é um F−espaço vetorial de dimensão finita e B é uma função
bilinear simétrica definida em V × V com valores em F.

Note que, devido a bilinearidade, B(v, 0) = 0 = B(0, v), para todo v ∈ V .

Com a definição acima, observamos que, para cada escolha de isomorfismo F-
linear i : Fn ∼= V , onde n = dimF(V ), então a função qB : V −→ F definida por qB(x) =
B(x, x), x ∈ V , determina uma mesma classe de equivalência de formas quadráticas
q
(i)
B : Fn −→ F.

Observamos ainda que, dada uma forma quadrática de dimensão n, q : Fn −→ F,
podemos definir Bq(x, y) =

1
2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)) sendo x, y ∈ Fn. Não é difı́cil ver

que Bq é uma função bilinear simétrica, isto é, (Fn, Bq) é um espaço quadrático.

Complementando as informações dos parágrafos anteriores, descreveremos a
relação entre formas quadráticas e espaços quadráticos. Para tanto, precisaremos do
conceito de isometria.

Definição 3.4. Dois espaços quadráticos sobre o corpo F, (V,B) e (W,C), são di-
tos isométricos se existe um isomorfismo F-linear τ : V −→ W satisfazendo
C(τ(x), τ(y)) = B(x, y).

Assim, com a definição de isometria no contexto dos espaços quadráticos, temos
o seguinte resultado (ver Proposição 1.1.6 em [3]):

Proposição 3.5. O acima definido mapa

(q : Fn −→ F) 7→ (Fn, Bq)

induz uma correspondência biunı́voca entre classes de equivalência de formas
quadráticas e classes de isometria de espaços quadráticos.
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Em função disto, denotaremos q ≡ q′ para designar, indistintamente, tanto formas
quadráticas equivalentes quanto espaços quadráticos isométricos.

A Proposição 3.5 nos permite tratar informações de dois pontos de vista, o que
pode ser muito útil no tratamento de problemas. Conforme veremos na próxima seção,
algo parecido ocorre para formas hermitianas. Aproveitaremos a relação biunı́voca e
escreveremos que (V, q) é um espaço quadrático, omitindo a função bilinear sempre que
não houver risco de confusão. Também, se V é um espaço vetorial, denotaremos por V ∗

o espaço dual de V .

Definição 3.6 (Espaço regular). Seja (V, q) um espaço quadrático cuja forma bilinear
associada é B = Bq, dizemos que q é regular se ocorrer uma das seguintes condições
(equivalentes) abaixo:

• A matriz associada Mq é não-singular;
• A aplicação B̂ : V −→ V ∗ que associa a cada v ∈ V o funcional linear B̂(v)

definido por B̂(v)(x) = B(v, x) é um isomorfismo entre os espaços vetoriais V e
V ∗;

• A função B é não-degenerada, isto é, B(x, y) = 0,∀y ∈ V implica x = 0;

Se o espaço quadrático (V, q) for regular então, fazendo uso da Álgebra Linear,
obtemos a informação que cada subespaço vetorial S ⊆ V possui um “complemento
ortogonal”: S⊥ = {x ∈ V : B(x, y) = 0,∀y ∈ S} é um subespaço vetorial de V tal que
dim(S) + dim(S⊥) = dim(V ). Nesta situação, em particular temos que o complemento
ortogonal de V , V ⊥, é o subespaço trivial {0}.

Nosso intuito é introduzir operações com formas quadráticas. O primeiro passo
para tal, fazendo uso da notação de soma ortogonal, que representaremos por ⊥ é através
da definição a seguir.
Definição 3.7. Dados espaços quadráticos (V,B) e (W,C), definimos a soma ortogonal
(V,B) ⊕⊥ (W,C) := (V

⊕
W,B + C), na qual a forma E = B + C é definida por

E((v, w), (v′, w′)) := B(v, v′) + C(w,w′), logo a forma quadrática associada é qE =

qB + qC . Uma notação alternativa para esta construção é: (V,B) ⊥ (W,C)

Como o espaço vetorial V
⊕

W é uma soma direta, e E((v, 0), (0, w)) :=

B(v, 0) + C(0, w) = 0, a matriz associada da forma quadrática associada será formada
por blocos das matrizes associadas de qB e qC . Dessa forma, observamos que o espaço
soma ortogonal será regular se, e somente se, cada espaço (V,B) e (W,C) for regular.
Mais ainda, é fácil verificarmos que a construção de soma ortogonal é compatı́vel com a
relação de isometria entre espaços quadráticos.
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Conforme mencionamos anteriormente, cada forma quadrática pode ser descrita
como uma forma diagonal equivalente via classe de congruência. O conjunto D(q)

denotará o conjunto de elementos não nulos que são representantes de q. Nesse
caso, se q é uma forma quadrática de dimensão n, então existe q′ tal que q′ ≡ q

e q′(x1, x2, ..., xn) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · · + dnx

2
n, com di ∈ D(q) ∪ {0} para todo

i ∈ {1, 2, ..., n}. Além disso q é regular, se e só se di ̸= 0, para todo i. Seguindo as
notações de [1], escreveremos apenas q ≡< d1, d2, ..., dn >.

Comparando o parágrafo anterior e a correspondência presente na Proposição 3.5,
observamos que sempre é possı́vel encontrar base de um espaço isométrico a V de forma
que q seja diagonal. Conforme Corolário 1.1.17 em [3], para cada representante d de q,
sempre podemos encontrar uma forma quadrática equivalente a q cuja matriz associada
possui d na diagonal ou, equivalentemente, V é soma ortogonal de um subespaço
não-degenerado (ou regular) na forma quadrática unária < d > e seu complemento
ortogonal.

Apesar da simplificação que obtemos do estudo das formas quadráticas recorrendo
às classes de congruência, ainda podemos distinguir, dentre as formas regulares, as cha-
madas formas anisotrópicas.
Definição 3.8. Seja (V, q) um espaço quadrático. Se v ∈ V \ {0} é um vetor que satisfaz
q(v) = 0, então dizemos que v é um vetor isotrópico, caso contrário, dizemos que v é
anisotrópico. Se uma forma q possui vetores isotrópicos, dizemos que q é isotrópica,
caso contrário, nos referimos a q como anisotrópica.

O resultado a seguir ([3] Teorema 1.1.22) classifica as formas regulares e
isotrópicas de dimensão igual a 2.

Teorema 3.9. Seja (V, q) um espaço quadrático de dimensão 2. São equivalentes:

• q é regular e isotrópica;

• q é isométrico a < 1,−1 >.

A distinção entre formas isotrópicas e anisotrópicas se faz relevante principal-
mente no que diz respeito aos representantes. Formas isotrópicas são universais, no
sentido de que representam todos os elementos não nulos do corpo. De modo geral,
< a, a >≡< 1,−1 > para todo a ∈ F não-nulo.

O espaço quadrático de dimensão 2 descrito no Teorema 3.9 também é conhecido
como plano hiperbólico e será denotado por H. Espaços quadráticos isométricos
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a somas ortogonais de planos hiperbólicos são chamados genericamente de espaços
hiperbólicos: estes sempre são regulares e têm dimensão par. Conforme acompanhamos
no Teorema 1.1.24 [3], cada espaço regular isotrópico possui pelo menos uma cópia
isomorfa ao plano hiperbólico como subespaço.

Com as distinções dos tipos de formas regulares, estamos motivados para o se-
guinte teorema:
Teorema 3.10 (Decomposição de Witt). Dado um espaço quadrático (V, q), existe
decomposição de (V, q) como soma ortogonal de subespaços quadráticos

(V, q) ≡ (Va, qa) ⊥ (Vh, qh) ⊥ (V0, q0)

na qual a componente qa é anisotrópica, qh é hiperbólica e q0 é totalmente isotrópica
(i.e., é a forma nula). Além disso, a decomposição acima é única a menos de isometria.

A soma ortogonal ainda possui a propriedade de cancelamento. Para simplificar
a notação, escreveremos apenas q ⊥ q′ para denotar a soma ortogonal de duas formas
quadráticas.
Teorema 3.11 (Cancelamento de Witt). Sejam q, q1 e q2 formas quadráticas. Se q ⊥ q1 ≡
q ⊥ q2, então q1 ≡ q2.

3.2. Introduzindo o anel de Witt

A Lei de Cancelamento de Witt nada mais é do que uma ”Lei do Corte”para a soma
ortogonal de formas quadráticas. Deste modo, dado um corpo F, podemos pensar no
conjunto M(F) de todas as classes de equivalência de formas quadráticas sobre F.
A soma ortogonal possibilita definir uma estrutura aditiva comutativa a M(F) com
cancelamento de parcelas similar ao monóide aditivo N.

A multiplicação que definiremos será a partir do produto de Kronecker.
Definição 3.12. Sejam (V,B) e (W,C) espaços quadráticos sobre um corpo F. O espaço
produto (V ′, B′) é dado por V ′ = V

⊗
W cuja única forma bilinear simétrica B′ : V ′ ×

V ′ −→ F satisfaz B′(v1 ⊗ w1, v2 ⊗ w2) = B(v1, v2) · C(w1, w2).

O produto acima definido é compatı́vel com a relação de isometria entre espaços
quadáticos e assim induz um produto sobre pares de elementos de M(F). Esta operação
binária ⊗ : M(F) ×M(F) −→ M(F) é comutativa, associativa e distriu com respeito
à soma ortogonal; além disso, seu elemento neutro é representado por · : F × F −→ F.
Conforme [3], páginas 13 e 18, vemos que (M(F),⊥,

⊗
, [{0}], [F ]) possui estrutura de

um semianel comutativo com unidade possuindo lei cancelamento para soma similar ao
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semianel N.

Definindo a relação de equivalência (q1, q2) ≃ (q3, q4) se, e somente se, q1 ⊥
q4 ≡ q3 ⊥ q2 sobre M(F) × M(F), obtemos Groth(M(F)) = M(F) × M(F)/ ≃, o
qual inclui via imersão M(F) ↣ Groth(M(F)) o subconjunto {(q, 0) ∈ Groth(M(F))}
cópia isomorfa de M(F). O produto de Kronecker quando estendido de maneira única a
Groth(M(F)) via propriedade universal faz deste um anel comutativo.
Definição 3.13 (Anel de Witt-Grothendieck). Munido das operações ⊥ e

⊗
, Ŵ (F) =

Groth(M(F)) é chamado anel de Witt-Grothendieck do corpo F.

Os elementos de Ŵ (F) são da forma (q, q′) e serão denotados por subtrações
formais q − q′. Observe que a função dim : M(F) −→ Z pode ser estendida
de forma única a um homomorfismo de anéis dim : Ŵ (F) −→ Z definido por
dim(q − q′) = dim(q)− dim(q′).

Definição 3.14. O núcleo do homomorfismo dim : Ŵ (F) −→ Z é chamado de ideal
fundamental de Ŵ (F) e será denotado por ÎF.

Considere a classe de equivalência da forma hiperbólica < 1,−1 >∈ M(F), que
será denotada por H. O ideal gerado por H é o ingrediente restante a fim de definirmos o
anel de Witt do corpo F.
Definição 3.15 (Anel de Witt). Dado um corpo F, seu anel de Witt W (F) é definido por
W (F) = Ŵ (F)/Z ·H.

Observamos que, como H possui a propriedade de absorção de produtos por for-
mas de dimensão 1, este ideal gerado é simplesmente Z ·H.

Usando o fato de que (Z · H) ∩ ÎF = {0}, definimos o ideal fundamental de
W (F), denotado por IF, como sendo a imagem de ÎF pela projeção π : Ŵ (F) −→ W (F).

Conforme Proposição 1.3.5 em [3], os elementos de W (F) estão em corres-
pondência biunı́voca com as classes de equivalência de formas anisotrópicas sobre F.
Mais ainda, duas formas q e q′ representam o mesmo elemento no anel de Witt se, e
somente se, qa ≡ q′a, isto é, se, e somente se, suas partes anisotrópicas (das respectivas
decomposições de Witt) forem isométricas. Nesse caso, dizemos que as formas q e q′

são Witt-equivalentes ou Witt-similares. Para formas q e q′ de mesma dimensão isso
significa que q ≡ q′.

Os elementos do ideal IF são representantes das formas quadráticas anisotrópicas
de dimensão par. Este é um ideal primo do anel de Witt. Juntamente com suas potências,
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descrevem parte da estrutura do anel de Witt, conforme o teorema anunciado a seguir
(o leitor que quiser aprofundamento pode consultar [3] em 1.3.12). Denotamos por Ḟ o
conjunto F \ {0}.

Teorema 3.16. Uma forma q representa um elemento em IF ⊆ W (F) se, e somente se,
dim q for par. São válidos:

• W (F)/IF ∼= Z/2Z;

• (Pfister) IF/I2F ∼= Ḟ/Ḟ2;

• W (F) (ou Ŵ (F)) é noetheriano se, e somente se, Ḟ/Ḟ2 for um grupo multiplica-
tivo finito.

Por fim, observamos que esta construção paramétrica, F 7→ W (F), que associa
um anel comutativo com unidade a cada corpo de caracterı́stica diferente de 2, constitui
parte de um funtor. A cada extensão de corpos, j : F ↣ K, este funtor associa um
homomorfismo de anéis W (j) : W (F) → W (K), via “extensão dos escalares de espaços
quadráticos”. Além disso, W (j) mapeia InF em InK, para todo n ∈ N.

3.3. Um pouco sobre ordens em corpos

O conceito de ordem em um corpo é fundamental para o desenvolvimento da teoria
algébrica de formas quadráticas. Isto se deve inicialmente aos resultados de Artin-
Schreier, obtidos na década de 1920, que fornecem a caracterização dos corpos ordenáveis
como sendo exatamente os corpos formalmente reais, conceito que pode ser expresso na
linguagem das formas quadráticas. Algo mais sofisticado envolve o estabelecimento de
(diversas e) estreitas relações entre o anel de Witt do corpo e o espaço de todas as ordens
do corpo, tema que tangenciaremos no decorrer do trabalho; outras desenvolvimentos da
assim chamada “Álgebra Real” podem ser encontrados em [9].

Definição 3.17 (Cone positivo). Seja F um corpo e P ⊆ F um subconjunto com as
seguintes propriedades:

• P é fechado para a soma e produto;

• P ∩ −P = {0};

• P ∪ −P = F.

Tal conjunto P é chamado de cone positivo para F.

A ideia é classificar todas as ordens totais no corpo F (compatı́veis com + e ·) por
meio dos cones positivos em F. A relação de ordem associada ao cone positivo P é dada
da seguinte maneira:

∀x, y ∈ F, x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ P. (1)
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Fixado o cone positivo P , dizemos que (F, P ) é um corpo ordenado com a ordem
estabelecida em (1).

A existência de uma ordem em um corpo determina várias consequências. Dentre
elas o corpo ser formalmente real1, o cone positivo ser um conjunto que contêm ele-
mentos que são as somas de quadrados de elementos do corpo, dentre outros (para mais
detalhes veja [3], Proposição 1.4.4). É fácil vermos que os corpos Q e R são ordenáveis
por uma única possibilidade de ordenação com, respectivamente, P = Q2 e P = R2 e
que o corpo C não é ordenável (−1 = i2, portanto, C também não é formalmente real).

Definição 3.18 (Corpo real-fechado). Um corpo F é dito real-fechado se for formalmente
real e não possuir extensão algébrica não-trivial que seja formalmente real.

Corpos reais fechados têm uma única ordem, cujo cone positivo é dado pelo
conjunto de todos os quadrados do corpo. O exemplo mais notável de corpo real fechado
é o corpo dos números reais R. Apesar de Q possuir uma única ordenação, este corpo
não é real fechado (porquê?).

Definição 3.19 (Fecho real). Seja (F, P ) um corpo ordenado. Um corpo K ⊇ F, extensão
de F, é dito fecho real de F relativo a P se satisfaz as seguintes condições:

• K é real-fechado;
• K é extensão algébrica sobre F;
• P = K2 ∩ F.

A terceira condição na Definição 3.19 significa que a ordem induzida em F é
induzida pela ordem de K. O resultado a respeito do fecho real enunciado a seguir ([3],
Teorema 1.4.20) nos permite maior entendimento sobre relações de ordem em um corpo
e extensões que são reais fechadas.

Teorema 3.20. Dado (F, P ) corpo ordenado, então existe algum fecho real para F rela-
tivo a P . Além disso, os fechos reais de F relativos a P são todos F-isomorfos.

A importância de se obter uma extensão que é um corpo real-fechado reside no
fato de que corpos reais-fechados são euclidianos2 e por isso possuem anel de Witt iso-
morfo a Z. Portanto, fixado um corpo (F, P ) ordenado, com ordem ≤P , um fecho real
relativo denotado por F≤P

, a inclusão F ↪→ F≤P
induz um morfismo entre os anéis de

Witt W (F) −→ W (F≤P
) ∼= Z. O morfismo de anel sgnP : W (F) −→ Z resultante da

1Um corpo F é dito formalmente real quando −1 ∈ F não puder ser escrito como uma somatória de
quadrados em F.

2Veja [3] seção 1.4 para mais detalhes.
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composição, é denominado assinatura (relativa a P ) e não depende da escolha particular
de fecho real de F. Assim, para cada ordem P em F, obtemos uma função assinatura cujo
domı́nio é o anel de Witt de F e que toma valores em Z. Se denotarmos porXF o conjunto
de todas as ordens de F, obtemos, por propriedade universal, um único homomorfismo de
anéis, chamado assinatura total, que faz o diagrama a seguir comutar.

W (F)

∃!
''

sgnP

��

sgn //

����

∏
≤P∈XF

Z

∏
≤P∈XF

W (F≤P
)

πP

vv

∼=

::

W (F≤P
) ∼=

// Z

Figura 1. Assinatura total

Dessa forma, dada q ∈ W (F), sgn(q) = (sgnP (q))≤P∈XF .

Colocando-se uma topologia adequada (que é, em particular, compacta e Haus-
dorff) no conjunto XF, denominada topologia de Harrison, temos que a imagem do ho-
momorfismo sgn : W (F) −→

∏
≤P∈XF

Z está contida no subanel de funções contı́nuas
C(XF,Z) ⊆

∏
≤P∈XF

Z, considerando-se Z munido da topologia discreta.

Computar o núcleo de sgn nos remete ao Princı́pio Local-Global de Pfis-
ter(Teorema 1.5.1 [3]).

Teorema 3.21 (Princı́pio Local-Global de Pfister). Dado um corpo F, ker(sgn) = Wt(F)
é o subgrupo de torção do grupo de Witt W (F). Ainda, elementos em Wt(F) são
2−primários.

3.4. Ideais primos em aneis de Witt

Fixemos a notação Spec(W (F)) para o espectro primo de W (F) e diremos que um
ideal primo p ⊂ W (F) possui caracterı́stica p (número primo ou zero) sempre que
char(W (F)/p) = p, em que char(W (F)/p) denota a caracterı́stica do domı́nio de
integridade W (F)/p. Conforme o Teorema 3.16, observamos que IF é um ideal com
caracterı́stica 2.

Seguindo os passos de [3] em 1.7, determinamos os ideais primos de W (F)
usando a topologia de Zariski do espectro primo de W (F), buscando uma relação destes
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com o conjunto XF.

Observe que, dado um corpo ordenado (F, P ), os conjuntos

pP = ker (sgnP ) e (2)

pP,p = ker (Qp ◦ sgnP ), (3)

sendo Qp : Z −→ Z/pZ a aplicação quociente, são ideais primos de W (F). Como
W (F≤P

) ∼= Z os ideais definidos em (2) possuem caracterı́stica zero e os ideais definidos
em (3) possuem caracterı́stica p, sendo p número primo ou zero.

Tomamos uma ordem genérica para F e obtemos ideais primos do anel de Witt.
Observe que essa associação se torna uma função quando consideramos apenas os ideais
de caracterı́stica zero.

Ocorre que, dado um ideal p de caracterı́stica diferente de 2, o conjunto

Pp = {0} ∪ {a ∈ Ḟ :< a >≡< 1 > (mod p)} (4)

é um cone positivo para F. Dessa forma, (F, Pp) é um corpo ordenado com ordem
”proveniente”do ideal primo p. Obtemos uma espécie de ”função inversa”, associando
um certo ideal primo de W (F) a uma ordem em XF.

Os parágrafos anteriores nos motivam a enunciar o teorema a seguir, cujos
detalhes podem ser encontrados em [1], páginas 277 e 278.

Teorema 3.22. 1. IF ⊆ W (F) é o único ideal de caracterı́stica 2;

2. As funções acima consideradas P 7−→ pP , p 7−→ Pp estabelecem uma bijeção
entre os elementos de XF e os ideais primos de caracterı́stica zero de W (F)3;

3. pP,p = pP ′,p′ ⇐⇒ P = P ′ e p = p′;

4. (Harrison) Existem 3 tipos de ideais primos de W (F):
• pP , P ∈ XF (ideais de caracterı́stica zero);

• pP,p, P ∈ XF (ideais de caracterı́stica p ̸= 2);

3De fato, estas estabelecem um homeomorfismo entre o espaço de ordens XF, munido da topologia de
Harrison, e o subespaço dos ideais de caracterı́stica 0 de Spec(W (F)), este munido com a topologia de
Zariski.
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• IF = pP,2, P ∈ XF (único ideal de caracterı́stica 2).

O Teorema 3.22 nos remete a (3) e (2), nas quais, oportunamente, acabamos por
definir todos os ideais de W (F).

4. Elementos da Teoria Algébrica de Formas Hermitianas

Nesta seção introduzimos aspectos gerais da TAFH. Nossos esforços são somados com
propostas e resultados trabalhados nas referências [10] e [11] para as definições básicas,
conceitos geométricos e introdução do grupo de Witt.

Nos trechos que se seguem existe a nossa tentativa de explicitar que objetos com
relevância na TAFH por vezes são generalizações ou adaptações de objetos relevantes
na TAFQ. Em particular, veremos que: (i) os conceitos de forma sesquilinear e de forma
hermitiana na TAFH são extensões do conceito de forma quadrática na TAFQ; (ii) a TAFH
não dispõe, em geral, de aneis de Witt, mas sim de módulos de Witt; (iii) no que diz
respeito a caracterização da estrutura algébrica dos módulos de Witt, devemos a [12] a
definição e descrição do conceito de m−ideais, que são de relevância para o estudo da
TAFH.

4.1. Formas sesquilineares e hermitianas sobre álgebras com involução

Trataremos aqui do conceitos de formas sesquilineares e de formas hermitianas, definidas
sobre uma álgebra sobre um corpo base que é associativa, tem unidade e está munida de
uma involução. O ponto principal a partir daqui é que a teoria de formas hermitianas a ser
desenvolvida tenha significado teórico relevante e se reduza à teoria de formas quadráticas
nos casos particulares a serem apresentados, isto é, contenha propriamente a teoria discu-
tida na seção precedente. Sempre que possı́vel, aproveitaremos notações já utilizadas na
seção anterior a respeito da TAFQ.
Definição 4.1 (Involução). Seja R um anel com unidade. Uma involução σ sobre R é
um antiautomorfismo de R com ordem no máximo 2, i.e. é uma função σ : R −→ R

satisfazendo as seguintes propriedades:

Dados a, b ∈ R:

• (Preserva constantes) σ(0) = 0, σ(1) = 1;
• (Preserva somas) σ(a+ b) = σ(a) + σ(b);
• (Reverte produtos) σ(a · b) = σ(b) · σ(a);
• (Ordem no máximo 2) Existe um valor mı́nimo j ∈ {1, 2} tal que σj(a) = a.

Exemplo 4.2. Uma vez que F é corpo, portanto, a multiplicação é comutativa e a função
identidade

idF : F −→ F
a 7−→ idF(a) = a

é uma involução sobre F.
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Exemplo 4.3. A conjugação complexa

σ : C −→ C
a+ bi 7−→ a+ bi = a− bi

.

Exemplo 4.4. A conjugação quaterniônica

σ : H −→ H
a+ bi+ ci+ dk 7−→ a+ bi+ cj + dk = a− bi− cj − dk

.

Exemplo 4.5. Seja (R, σ) é um anel comutativo com involução, e n ≥ 1 é um número
natural. Temos involução induzida no anel (não comutativo, caso n ≥ 2) Mn(R):

σt
n : Mn(R) −→Mn(R)

A = (aij) 7−→ σt
n(A) = (σ(aji))

.

Exemplo 4.6. Seja R é um anel comutativo e G um grupo. Então o anel de grupo R[G]
pode ser munido naturalmente com uma involução σ : R[G] −→ R[G] para cada função
de suporte finito f : G→ R, temos

σ(
∑

g∈supp(f)

f(g).g) =
∑

g∈supp(f)

f(g).g−1

Definição 4.7 (Involução sobre uma R−álgebra). Seja A uma R−álgebra (associativa e
com unidade). Dizemos que σ : A −→ A é uma involução sobre a R−álgebra A se σ
satisfaz as propriedades de involução para o anel A e também satisfaz:

• (Ação conjugada) Dados r ∈ R e a ∈ A, σ(r · a) = σ(r) · σ(a);

para alguma σ : R −→ R involução sobre R.

Quando for conveniente, abusaremos da notação, escrevendo apenas σ ao invés de
σ para a involução da respectiva R−álgebra.

Se (R, σ) é um anel comutativo munido de involução, o Exemplo 4.5 nos fornece
exemplos de R-álgebras com involução. Conversamente:
Exemplo 4.8 (O centro de uma álgebra). Considere Z = Z(A) o centro da álgebra A
(não necessariamente comutativa) com involução σ. Então, a restrição de σ a Z é uma
involução sobre Z e A é uma Z−álgebra com involução.

Usaremos (A, σ) para denotar que A é uma F−álgebra com involução σ.
Definição 4.9 (Morfismo de F−álgebras com involução). Sejam (A, σ1) e (B, σ2)

F−álgebras com involução. Um morfismo ϕ : (A, σ1) −→ (B, σ2) é um homomorfismo
de F−álgebras ϕ : A −→ B satisfazendo σ2(ϕ(a)) = ϕ(σ1(a)),∀a ∈ A.
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Definição 4.10 (Forma sesquilinear). Seja A uma F−álgebra. Dizemos que a função
binária, definida sobre o A−módulo M à direita,

s : M ×M −→ A

(a, b) 7−→ s(a, b)

é uma forma sesquilinear se satisfaz as seguintes condições:

• (Linearidade com respeito à soma) Sejam a, b, c ∈M , valem:

s(a+ b, c) = s(a, c) + s(b, c);

s(a, b+ c) = s(a, b) + s(a, c);

• (Linearidade com respeito à ação na 2ª entrada) Dado r ∈ A, temos:

s(a, b · r) = s(a, b) · r;

• (Linearidade conjugada com respeito à ação na 1ª entrada) Seja ainda r ∈ A,
temos:

s(a · r, b) = σ(r) · s(a, b);

Salvo menção contrária, sempre que nos referirmos a um conjunto M , este será
um A−módulo à direita.
Exemplo 4.11. Seja (A, σ), uma F−álgebra com involução. Então, s : A × A −→ A,
definida por s(a, b) = σ(a)b, é uma forma sesquilinear.

Exemplo 4.12. Seja (A, σ) uma F−álgebra com involução e (Mn(A), σ
t
n) a A−álgebra

das matrizes n× n (veja Exemplo 4.5). Então, s : Mn(A)×Mn(A) −→ A, definida por
s(x, y) = tr(σt

n(x)y), é uma forma sesquilinear. Em geral, se ψ : Mn(A) −→ Mn(A) é
involução, então s(x, y) = tr(ψ(x)y) é forma sesquilinear.

Definição 4.13 (Forma λ-hermitiana). Seja λ ∈ Z = Z(A) um elemento do centro da
F−álgebra A satistazendo λσ(λ) = 1 (exemplos: λ ∈ {1,−1}). Uma função h : M ×
M −→ A é dita ser uma forma λ−hermitiana se for uma forma sesquilinear satisfazendo
a seguinte equação h(x, y) = λσ(h(y, x)) ∀x, y ∈M.

Com as notações da definição anterior, dada uma forma sesquilinear h : M ×
M −→ A, definimos a forma transposta de h, também sesquilinear, a função

h∗ : M ×M −→ A

(x, y) 7−→ h∗(x, y) = σ(h(y, x)).

Consequentemente, h é λ−hermitiana se, e somente se, h = λh∗.
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Uma vez que σ é antiautomorfismo de ordem no máximo 2, para cada forma
sesquilinear h, sempre poderemos definir a transposta h∗ e vale (h∗)∗ = h. Se h for
λ−hermitiana, então

h∗ = (λh∗)∗ =⇒ h∗ = σ(λ)h
λ=σ(λ)−1

=⇒ h∗ é σ(λ)− hermitiana. (5)

O conjunto das formas sesquilineares sobre M será denotado por SesqA(M); similar-
mente, o conjunto das formas λ−hermitianas sobre M será denotado por SesqAλ(M).

Observamos que, dado λ ∈ F, temos a função

Sλ : SesqA(M) −→ SesqA(M)

b 7−→ Sλ(b) = b+ λb∗.

É fácil ver que Sλ é linear. Além disso, se h é λ−hermitiana, então Sλ(h) = 2h. Se
SesqA

λ(M) for F-espaço vetorial, então este h é um auto-vetor associado ao autovalor 2
(lembre-se que a caracterı́stica de F é diferente de 2).

Usando o Teorema de isomorfismo, obtemos

Im(Sλ) ∼= SesqA(M)/ ker(Sλ). (6)

Apesar de N(A) = {λ ∈ Z(A) : λ.σ(λ) = 1} ser um subgrupo abeliano do
monóide (A, ·, 1) que é fechado por opostos (i.e., λ ∈ N(A) ⇒ −λ ∈ N(A)) e que pode
conter propriamente o (subgrupo fechado por opostos) {1,−1}, o principal interesse está
nos casos ϵ = ±1 ∈ N(A).

Nesta situação particular, uma verificação direta nos permite observar que
Im(Sϵ) ⊆ ker(S−ϵ) = SesqϵA(M) para o caso em que F é um corpo qualquer. Como
assumimos que char(F) ̸= 2, então a inclusão anterior na verdade é uma igualdade de
conjuntos.

Conforme [11] capı́tulo 7, formas no conjunto Im(Sϵ), isto é, formas do tipo
h = b + ϵb∗, são chamadas de formas pares. A equação (6) nos mostra que formas pa-
res são definidas a menos de representantes de ker(Sϵ) = {k ∈ SesqA(M) | k+ϵk∗ = 0}.

A fim de estabelecermos relação com o conteúdo da seção precedente, ob-
servamos que se A for uma F−álgebra comutativa, σ = idA e ϵ = 1, a forma h

1−hermitiana relacionada é simplesmente uma forma simétrica bilinear; caso ϵ = −1, h
é antissimétrica.
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Complementando o parágrafo anterior temos as definições de espaço hermitiano
e isometria a seguir que lembram, respectivamente, espaço quadrático e isometria para a
teoria de formas quadráticas.

No que segue, assumimos que M será um A−módulo (à direita) projetivo e
finitamente gerado.

Definição 4.14 (Módulo/espaço λ-hermitiano). Seja (A, σ) uma álgebra com involução e
h ∈ SesqA

λ(M). Dizemos então que o par (M,h) é um módulo λ-hermitiano ou espaço
λ-hermitiano.

Definição 4.15 (Isometria de espaços λ-hermitianos). Sejam (M1, h1) e (M2, h2) módulos
λ−hermitianos. Um homomorfismo bijetor de A−módulos ϕ : M1 −→ M2 é chamado
de isometria se, para cada par (x, y) ∈M1 ×M1, vale

h2(ϕ(x), ϕ(y)) = h1(x, y).

Estamos quase prontos para definir o conceito análogo correspondente ao encon-
trado na Definição 3.1 (de forma quadrática). Para tanto, considere a categoria aditiva
(M, ∗), cujos objetos são os A−módulos projetivos à direita e os morfismos são ho-
momorfismos de A−módulos, associada a um funtor de dualidade ∗ tal que, para cada
M , M∗ = homA(M,A) é o A−módulo à direita cuja ação é definida por (f · a)(x) =

σ(a)f(x), para todo f ∈ M∗ e a ∈ A. Tal funtor deve satisfazer η∗M ◦ ηM∗ = idM∗ ,
em que η = (ηM)M : id =⇒ ∗∗ é um isomorfismo natural com cada coordenada
ηM : M −→ M∗∗ definida por ηM(x)(f) = σ(f(x)), ∀f ∈ M∗. É comum dizer que o
funtor ∗ adiciona uma estrutura hermitiana para a categoria aditiva M e, neste caso, cha-
mamos (M, ∗) de (A−)categoria hermitiana. O leitor interessado em aprofundamento
pode consultar as seções 1 e 2 de [13].

Definição 4.16. Seja (M, ∗) uma A-categoria hermitiana, λ ∈ Z(A) satisfazendo
λσ(λ) = 1 e M ∈ M. Uma forma parâmetro é uma função

Λ : M −→
⋃

M∈M

HomA(M,M∗)

M 7−→ ΛM ≤ HomA(M,M∗)

onde ΛM é um submódulo de HomA(M,M∗) que se encontra entre outros dois
submódulos

Λmin
M ⊆ ΛM ⊆ Λmax

M ,
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sendo
Λmin

M = {g − λg∗| g ∈ HomA(M,M∗)}

e

Λmax
M = {g ∈ HomA(M,M∗)|g = −λg∗},

e ∀ N ∈ M vale a invariância dentro do conjunto imagem da forma parâmetro Λ

dada por
f ∗ΛNf ⊆ ΛM , ∀f ∈ HomA(M,N). (7)

Note que Λmin
M ⊆ Λmax

M . A verificação que Λmin e Λmax satisfazem a condição de
coerência acima também é simples. Observe que, ∀g ∈ Λmax

N ,∀f ∈ HomA(M,N),

f ∗gf = f ∗(−λg∗)f = −λf ∗g∗f =⇒ f ∗gf = −λ(f ∗gf)∗ ∈ Λmax
M .

Para o caso Λ = Λmin, tome g = (h− λh∗) ∈ Λmin
N e f ∈ HomA(M,N), então

f ∗(h− λh∗)f = f ∗hf − λf ∗h∗f = f ∗hf − λ(f ∗hf)∗ ∈ Λmin
M .

No caso (que assumimos) em que char(F) ̸= 2, vale a igualdade entre esses sub-
conjuntos de HomA(M,M∗) . Para verificar que vale a inclusão inversa, dada g ∈ Λmax

M ,
como 2 ∈ Aσ e char(F) ̸= 2, podemos escrever g = g

2
− λ

(
g
2

)∗ ∈ Λmin
M . Segue que

Λmin
M = ΛM = Λmax

M e, portanto, Λmin = Λ = Λmax é unicamente determinada.

Observação 4.17. Para o caso em que λ = 1 e ∗ é o operador identidade em A, ou seja,
no contexto das formas simétricas bilineares, g ∈ Λmax

M se, e somente se, g = −g∗ = −g,
isto é, g = 0 (char(F) ̸= 2). Segue que a única possibilidade é Λ ≡ 0.

Conforme vimos em (6), existe uma correspondência biunı́voca entre formas pares
e formas sesquilineares a menos de representantes do subgrupo ker(Sλ) = ΛM .
Dado um espaço hermitiano (M,h), considere o espaço dual M∗ = HomA(M,A) obtido
pelo funtor ∗ em (M, ∗), conforme explicitado na página anterior. Podemos definir a
aplicação adjunta

ĥ : M −→M∗

x 7−→ ĥ(x),

tal que ĥ(x)(y) = h(x, y),∀x, y ∈ M . Segue de h ser sesquilinear que cada ĥ(x) é um
funcional linear, logo, ĥ está bem definida. Mais ainda, esta aplicação é um homomor-
fismo de A−módulos.

A função ĥ é chamada de adjunta da forma h. No contexto de formas quadráticas,
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o conceito análogo é a função B̂ que definimos no segundo item da Definição 3.6. Deste
modo, chamaremos também o par (M, ĥ) de módulo λ-hermitiano (ou apenas de módulo
hermitiano, quando λ estiver fixado previamente), sempre que ĥ for adjunta de uma forma
h ∈ SesqλA(M). Por simplicidade, denotaremos a adjunta também por h quando for
conveniente, como no caso da definição a seguir.
Definição 4.18. Uma forma λ−quadrática de dimensão n é uma classe de equivalência
de homomorfismo [h] = h+ ΛM ∈ HomA(M,M∗)/ΛM , tal que posto(M) = n ∈ N.

A fim de contextualizar a definição de forma λ−quadrática com a abordagem
da seção 3, conforme a Observação 4.17, concluı́mos que as formas adjuntas do tipo B̂
definidas na Definição 3.6 são um caso particular de forma 1−quadrática para o qual a
forma parâmetro é identicamente nula.

Outra noção da teoria algébrica de formas quadráticas que pode ser trazida para a
teoria algébrica de formas hermitianas é a de conjunto de representantes de uma forma.
Definição 4.19. Dizemos que a ∈ A é um elemento λ−simétrico se σ(a) = λa. Deno-
taremos por Symλ(A, σ) o conjunto dos elementos λ−simétricos de A. Então, definimos
o conjunto de representantes de uma forma λ−hermitiana h : M ×M −→ A (veja a
seção 2 de [14]), com notação análoga ao caso de formas quadráticas, como se segue:

Dλ
(A,σ)(h) := {u ∈ Symλ(A, σ)| ∃x ∈M ;h(x, x) = u}. (8)

Se λ = 1, então simplificamos as notações para apenas: Sym(A, σ) e D(A,σ)(h).

4.2. Regularidade e isotropia de formas hermitianas

Na Definição 3.6 tratamos de estabelecer o que é um espaço quadrático regular e, no re-
ferido contexto, demos três distintas (e equivalentes) definições, cada uma trazendo um
aspecto relevante, seja este a representação matricial, a relação com a dualidade ou o as-
pecto geométrico da regularidade. Dando continuidade ao disposto na subseção anterior,
por hora, daremos ênfase à relação entre regularidade e dualidade, conforme dispomos a
seguir.
Definição 4.20 (Forma/espaço regular). Dizemos que um espaço λ−hermitiano (M,h) é
espaço regular e a forma h é regular (não-singular) se a aplicação adjunta ĥ : M −→
M∗ for um isomorfismo.

Os conceitos de subespaço e o estudo do comportamento das restrições das for-
mas hermitianas nestas subestruturas no que diz respeito à regularidade, complemento
ortogonal, isotropia e definição de espaço hiperbólico estão compilados a seguir.
Definição 4.21 (Subespaço hermitiano). Seja M ′ ⊆ M um submódulo que seja também
projetivo e finitamente gerado. Se (M,h) é um espaço λ−hermitiano, dizemos que
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(
M ′, h

∣∣
M ′

)
é um subespaço hermitiano. A forma h

∣∣
M ′ é a restrição de h ao submódulo

M ′.

O teorema a seguir (veja [10] lemas 3.6.1 e 3.6.2) também é válido no contexto de
formas quadráticas (pode ser generalizado neste contexto).

Teorema 4.22. Seja (M,h) um espaço λ−hermitiano. Se
(
N, h

∣∣
N

)
é um subespaço

hermitiano regular de (M,h), então N admite complemento ortogonal, isto é, N⊥ =

{x ∈ M : h(x, y) = 0,∀y ∈ N} é um submódulo de M tal que M = N ⊕⊥ N⊥ (veja
que isto já implica que N,N⊥ são módulos projetivos e finitamente gerados).

Com as notações anteriores, considere o espaço λ−hermitiano H(M) :=

(M
⊕

M∗, h̃M), no qual

h̃M : M
⊕

M∗ ×M
⊕

M∗ −→ A

((x, f), (y, g)) 7−→ h̃M((x, f), (y, g)) = fy + λσ(gx).

O termo fy é a imagem do funcional f quando avaliado em y. Observe que tanto M
quanto M∗ são A−módulos projetivos de posto finito, assim como a soma direta H(M).
A forma h̃M é λ−hermitiana. Além disso, vale a proposição a seguinte.

Proposição 4.23. H(M) := (M
⊕

M∗, h̃M) é um espaço λ−hermitiano regular, isto é,
(M

⊕
M∗)⊥ = {0}.

Definição 4.24. Seguindo a mesma notação da Proposição 4.23, (M
⊕

M∗, h̃M) é cha-
mado espaço λ−hiperbólico.

Considere o caso em que A = F, σ = id, λ = −1, posto(M) = dim(M) = 1.
Sejam x ∈ M \ {0} e f ∈ M∗ um funcional linear satisfazendo fx ̸= 0. Observe que
(x, f) ̸= (0, 0) e h̃M((x, f), (x, f)) = 0, isto é, (x, f) é um vetor isotrópico no respectivo
espaço hiperbólico com dim(M ⊕M∗) = 2. Então este exemplo é o plano hiperbólico
H do Teorema 3.9.

De modo análogo, definimos espaços hermitianos anisotrópicos, isotrópicos e
totalmente isotrópicos. Para o estudo da TAFH, são considerados também os espaços
metabólicos, dos quais não trataremos neste artigo.

Exemplo 4.25. Considere a álgebra real H dos quatérnions cuja base é {1, i, j, k} e a
conjugação quaterniônica σ(x) = x̄ definida no Exemplo 4.4, para todo x ∈ H. Defini-
mos a função traço Tr : H −→ H por Tr(x) = x + x̄, e identificamos H como espaço
vetorial complexo (à direita) da seguinte forma, ∀v ∈ H:

v = a+ bi+ cj + dk =⇒ v = (a+ bi) + j(c− di) ∈ H.
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Escrevendo a + bi = v1 e c − di = v2, números complexos, definimos sobre o
(R, σ|R)−módulo H a forma sesquilinear h : H × H −→ R tal que h(v, w) =
1
2
Tr(v̄1w1 + v̄2w2) é 1−hermitiana.

Sendo v1, v2, w1, w2 ∈ C, a conjugação quaterniônica nesses elementos coincide
com a conjugação complexa. É fácil ver que h satisfaz as condições de linearidade e,
como R = Cσ, h satisfaz as condições de sesquilinearidade para a ação de R sobre
H. Do fato de ser σ|R = idR, segue que h é 1−hermitiana. O leitor interessado em
mais detalhes sobre álgebras quaterniônicas pode consultar o capı́tulo 3 de [1]. Mais

geralmente, observamos que h(x, y) =
n∑

i,j=1

σ(xi)aijyj , com x, y ∈ An e aij ∈ A, é

uma forma sesquilinear. Note que, se h é λ−hermitiana, aij ∈ Symλ(A, σ), com akk

representante de h para todo i, j, k ∈ {1, 2, ..., n}.

Assumimos agora, e até o final desta subseção, que A é álgebra com divisão.

De acordo com [15], seção 2.2, assim como nas formas quadráticas, é possı́vel
fazer mudança de base em An a fim de que, se (An, h) é um espaço λ−hermitiano, então

h(x, y) =
n∑

i=1

σ(xi)aiyi é diagonal. Nesse caso, denotamos h =< a1, a2, ..., an >σ forma

λ−hermitiana diagonal de forma similar à notação utilizada para formas quadráticas. Este
resultado também é formalizado na proposição seguinte devido a [10], Capı́tulo 1, Lema
6.2.1 e Corolário 6.2.2.
Proposição 4.26. 1. Todo espaço λ−hermitiano sobre A possui base ortogonal;

2. Todo espaço λ−hermitiano (M,h) é isométrico a uma soma ortogonal ⊥i

(Mi, hi), sendo dimFMi ≤ 2.

O teorema a seguir é útil para descrever o grupo de Witt no contexto de formas
hermitianas (veja [10], Capı́tulo 1, Teorema 6.3.4).
Teorema 4.27 (Cancelamento de Witt). Vale a lei de Cancelamento de Witt (veja 3.11)
para espaços λ−hermitianos.

4.3. Introduzindo o módulo de Witt para (A,σ) e suas assinaturas

Tendo definida a soma ortogonal de formas hermitianas, resta-nos analisar o produto para
enfim definirmos o módulo de Witt para uma álgebra com involução.

Conforme [10], capı́tulo 1, seção 8, dados dois A-bimódulos munidos de formas
sesquilineares (M,h) e (M ′, h′), o produto tensorial (M ⊗A M

′, h′ ∗ h) fica munido de
uma forma sesquilinear h′ ∗ h, definida de forma única por

h′ ∗ h(x⊗ x′, y ⊗ y′) = h′(x′, h(x, y)y′), x, y ∈M,x′, y′ ∈ N. (9)
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Caso A seja comutativa e σ = idA, vale h′ ∗ h = h ∗ h′ e h′ ∗ h(x ⊗ x′, y ⊗ y′) =

h′(x′, y′).h(x, y).

Mais alguns resultados sobre este produto são enunciados na proposição abaixo
(veja [10], Lema 8.1.1 na página 48).

Proposição 4.28. 1. O produto de formas sesquilineares é distributivo com respeito
à soma ortogonal;

2. O produto é associativo;

3. O produto de uma forma λ−hermitiana com uma forma λ′−hermitiana é uma
forma λλ′−hermitiana.

Para simplificar a notação, denotaremos ⊗A por ⊗.

A construção do grupo de Witt de formas hermitianas sobre a álgebra com
involução (A, σ) segue de modo análogo ao que foi feito para formas bilineares sobre
um corpo F. Tomamos o monóide formado pelas classes de isometria dos espaços
λ-hermitianos regulares; em seguida é feita a construção de grupo de Grothendieck asso-
ciado e, finalmente, as classes de isometria de formas hiperbólicas são identificada com o
elemento zero, obtendo-se o grupo abelianoWλ(A, σ). Ademais, se f : (A, σ) → (A′, σ′)

é um homomorfismo de álgebras com involução, tem-se induzido um homomorfismo de
grupos, W (f) : Wλ(A, σ) → Wf(λ)(A

′, σ′), e esta associação é funtorial (em um sentido
apropriado).

No que segue, e até o final deste trabalho, adotaremos o contexto adotado por
Astier-Unger, e desenvolvido nos últimos dez anos, que tem-se mostrado em bom
equilı́brio entre generalidade e profundidade de resultados. Neste, (A, σ) é uma álgebra
com involução sobre o corpo F de tal forma que, entre outras condições técnicas, desta-
camos: (i) σ|F = idF; (ii) dimF(A) < ∞; (iii) A é simples com centro Z(A) um corpo;
(iv) F = Z(A) ∩ Sym(A, σ) (logo dimF(Z(A)) ≤ 2).

Observamos que, por construção, W (F) ↪→ Wϵ(A, σ), ϵ = ±1. Com a ação
induzida pelo produto de formas hermitianas definido acima, Wϵ(A, σ) se torna um
W (F)−módulo. Motivados pelo resultado técnico descrito no Lema 2.1 em [15], fixamos
doravante o caso ϵ = 1 e denotamos Wϵ(A, σ) simplesmente por W (A, σ).

O leitor deve se lembrar que definimos ordem na seção anterior e discutimos so-
bre o conjunto das ordens de um corpo F. Como estamos considerando uma álgebra com
involução, utilizaremos o fecho real do corpo base F para a construção da função ”assi-
natura”no contexto hermitiano. Seguindo o mesmo raciocı́nio encontrado em [16], fixada
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uma ordem ≤P∈ XF para o corpo F, enunciamos a seguinte sequência

W (A, σ) −→ W (A⊗F F≤P
, σ ⊗ idF) −→ Z. (10)

Para a construção de (10), em [16], foi utilizada equivalência de Morita. Inici-
almente observa-se que o morfismo da sequência acima independe da escolha do fecho
FP mas pode ter o sinal trocado a depender da equivalência de Morita escolhida. Para
sanar este problema, ainda em [16], Teorema 2, percebemos a existência de um elemento
H ∈ W (A, σ) cuja imagem pelo morfismo em (10) é diferente de zero pra qualquer or-
dem cuja função assinatura não seja identicamente nula. Com este elemento H , monta-se
a H−assinatura, denotada por sgnP

H , onde

sgnP
H(g) =

sgnP (H)

|sgnP (H)|
.sgnP (g), g ∈ W (A, σ),

cujas propriedades são enunciadas no teorema a seguir ([12], Teorema 2.6):

Teorema 4.29. 1. A imagem de uma forma hiperbólica por sgnP
H é nula;

2. sgnP
H é homomorfismo do grupo de Witt W (A, σ) em Z;

3. Vale sgnP
H(q · h) = sgnP (q) · sgnP

H(h) para h ∈ W (A, σ) e q ∈ W (F);
4. A função de assinatura total induzida sgnH : W (A, σ) → Func(XF,Z), g 7→

(P 7→ sgnH
P (g)) se fatora pela inclusão C(XF,Z) ↪→ Func(XF,Z);

5. (Princı́pio Local-Global de Pfister) Dado h ∈ W (A, σ), h é uma forma hermiti-
ana de torção se, e somente se, sgnP

H(h) = 0,∀P ∈ XF.

Outros desenvolvimentos da teoria das assinaturas e também dos cones positivos
no contexto hermitiano ([14], [17], [18], [19]) datam de menos de cinco anos, evidenci-
ando a atualidade (e dificuldade) da teoria algébrica de formas hermitianas. Comentário
análogo também se aplica ao conteúdo da próxima subseção.

4.4. m−ideais em W (A,σ)

A classificação dos ideais primos de W (F) se deve a Harrison, conforme enunciamos no
Teorema 3.22. No desenvolvimento da teoria de formas quadráticas calculamos o núcleo
de certas assinaturas e funções compostas de assinaturas com projeções. Os referidos
núcleos nos forneceram todos os ideais primos de W (F).

Observando o item 3 do Teorema 4.29, procuramos por W (F)−submódulos de
W (A, σ) que satisfaçam propriedades análogas às referidas no parágrafo anterior. Todo
o contexto desta subseção apoia-se no que foi estabelecido em [12].
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Definição 4.30. (m−ideais) Seja (A, σ) uma F−álgebra com involução e W (A, σ) o seu
grupo de Witt, visto como um W (F)−módulo. Um m−ideal é um par (I,N) no qual
I ⊆ W (F) é um ideal, N ⊆ W (A, σ) é um submódulo, e satisfaz I ·W (A, σ) ⊆ N .

Um m−ideal (I,N) de W (A, σ) é dito primo se I ⊊ W (F) for um ideal primo
próprio, N ⊊ W (A, σ) for um submódulo próprio e, dados q ∈ W (F) e h ∈ W (A, σ),
vale

q · h ∈ N =⇒ q ∈ I ou h ∈ N. (11)

Em [12], seção 5, observamos que a motivação para a Definição 4.30 são as pro-
priedades a seguir, as quais são satisfeitas pelos m−ideais:

• ker(sgnP ) ·W (A, σ) ⊆ ker(sgnP
H);

• W (F) · ker(sgnP
H) ⊆ ker(sgnP

H);
• ∀q ∈ W (F) e ∀h ∈ W (A, σ), se q · h ∈ ker(sgnP

H), então q ∈ ker(sgnP ) ou
h ∈ ker(sgnP

H).

De acordo com a Definição 4.30, observando o item 3 do Teorema 4.29, pode-
mos verificar que, para uma ordem ≤P de F com assinatura não identicamente nula,
(ker(sgnP ), ker(sgnP

H)) é um m−ideal primo de W (A, σ). Em geral, conforme Lema
6.3 em [12], se N ̸= W (A, σ) e I = ker(πp ◦ sgnP ), para algum p primo, ≤P∈ XF,
então (I,N) é primo.

Ainda em [12], Proposição 6.5, seguimos estudando o quanto os ideais primos
de W (F) condicionam os m−ideais de W (A, σ). O próximo teorema estabelece uma
associação entre m−ideais (I,N), I ̸= IF, e a existência de ordens para o corpo F (quase
inversa em relação à associação feita no parágrafo anterior). Enunciamos na segunda
parte o resultado para o caso em que I = IF é o ideal fundamental de W (F).

Teorema 4.31. 1. Seja (I,N) um m−ideal primo do W (F)−módulo W (A, σ) tal
que I ̸= IF. Uma das afirmações a seguir é verificada:

• existe ≤P∈ XF tal que (I,N) = (ker(sgnP ), ker(sgnP
H));

• existe ≤P∈ XF e p > 2 número primo tais que
(I,N) = (ker(πp ◦ sgnP ), ker(π ◦ sgnP

H)) =

(p ·W (F) + ker(sgnP ), p ·W (A, σ) + ker(sgnP
H)).

2. Caso I = IF então (I,N) é m−ideal primo se, e somente se, N é submódulo
próprio de W (A, σ) satisfazendo IF ·W (A, σ) ⊆ N .

O Teorema 4.31 caracteriza m−ideais cujo ideal I difere do ideal fundamental IF,
nos dando um caminho para encontrar tais objetos. Na segunda parte do mesmo teorema
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apresentamos um critério para saber se (IF, N) é um m−ideal de W (A, σ), a saber, basta
verificar se N contem a imagem da ação de IF em W (A, σ). Isto é, a princı́pio, em
contraste com o caso de formas quadráticas, podemos ter mais de um m−ideal (IF, N)

associado ao ideal fundamental IF.
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